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SAMENVATTING
Meerdimensionale matrices komen voor in de psychometrie, in de
data-analyse in het algemeen, en in de econometrie in engere zin. Diverse
modellen voor analyse van meerdimensionale data, zoals weergegeven in de
meerdimensionale matrices, zijn terug te vinden in de literatuur va,n
bovenstaande vakgebieden. Maa.r de modellen beperken zich tot op heden
voornamelijk tot een beschrijving va"n data met een maximum van drie dimensies.
De generalisatie van de modellen tot ft dimensies beperkt zich dan ook vaak tot
een korte beschrijving van de gevolgen van deze generalisatie voor diverse
formules voor drie dimensies. Er zijn diverse mogelijke redenen aan te voeren
voor de beperking van een generalisatie tot drie dimensies. Een reden kan zijn
dat de generalisatie naar k dimensies niet nodig is, bijvoorbeeld omdat geen
data voorhanden zijn met meer dan drie dimensies. Een andere reden kan zijn
dat men verkeert in de veronderstelling dat de generalisatie een trivialiteit
.betreft. Of het kan zijn dat men denkt dat de sornnatienotatie juist te
beverkelijk is om de modellen voor meer da,n drie dimensies te beschrijven. De
Iaatste reden is echter te omzeilen door gebruik te ma,ken van notatie die
is ingevoerd door Kapteyn, Neudecker en Wansbeek (1986), voor een
principale-componenten-analyse (PCA) model.
In de onderhavige studie worden een aantal bekende en minder bekende
ie-dimensionale data-analyse-modellen gegeneraliseerd naar Ic dimensies met
van de notatie van Kapteyn, Neudecker en Wansbeek (1986).
In de studie worden specifieke lineair-algebraïsche hulpmiddelen gebruikt
de behandeling van de meerdimensionale modellen. De hulpmiddelen komen
uit de matrix-differentiatie-calculus en (0,1)-matrix-algebra. In
cÍdstukken l, 2 en 3 wordt ingegaan op de diverse matrix-algebra-regels. Met
hoofdstuk 3 is gewijd aan verscheidene eigenschappen van diverse
)-matrices, te weten de permutatie matrix P, de commutatie matrix C; (en
en de blok-mutatie matrix 8;.
ht hoofdstuk 4 wordt het &-dimensionale PCA model besproken, grotendeels
op Kapteyn, Neudecker en Wansbeek (1986). Het model wordt gebruikt
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\ " ( iof  de ar la l . \ 'sc \ rarr  v ier-d i f i rensior la lc data,  u i t  cet t  a<l t 'e t ' tcr t t ie onr l t ' tzoek.  I )e '
sr :hal l i r rgsrcstr l ta ler t  vat ' l  twce sr :h:r l t i t tgs l l l t l t l todct t ,  l .c  \ \ 'e tc l i  c( ' l l
k lc i r rst r , -krv iLdr i r t r :n aanpak \ :o lgcns KapteSrrr ,  NeLtc ler :ker t 'n  \ \ ' : tnsbcrt 'k  (1Í)3( i )ern et : t r
kanorr icke aanpak volgctrs Lastovi t 'ka (1931),  wordt 'n vcrgcle l : ( 'n .  Et '  Iot  c l t '  c i : i t
i r r t c r ' 1x ' c l , a t i c  va t t  c l e  scha t t i ngen  t a t t  de  l a t e t t t < ' co l l lPonc i l t cn ' , ' o l gcns  bc r i r i t '
sr : l ra l t ingsrrc l , l toc len gcgeven. \ ierder * 'o ldt  besclr rcven hoc d<'  stochast iek i r l  t l r t
mor lc l  wort l t  geïnl , r t>cluc 'eerd.  \ \ 'e  bcsclu ' i j r rcn twee aanpakkcn onl  s lot :has1 rek tc
i r r t rodrrc r . t 'e t r .  We preïere r t 'n  t le aarrpak waarbi j  a l le c l i rncl ts ie s st ' t t tmct t ' icc l t
l  or<lerr  bc-scl rouwrl  boven d<:  aanpak waalbi j  éí : t r  r l in tensie asynt t t te ' t t  isc l t  * 'ot 'd1
besclrouu,c l .  \ \ 'er  bcscl t l i jvcr t  ccn mecst-aal lncnlo l i jkc sci r ; r ' t , t , t ' r  \ \ "aarvan c lc
as1'nrplot is t :he vct 'dc l i r tg * 'ot 'd1,  gcgeven.
l loofdstuk l - r  is  grotcndtre ls geba,scerc l  op \ \ ran-sbcck cn Vcrhct 's  (198{ i ) .  l ) i t .
l roofc lstuk bchartdcl t  he1,  À dinrensionale faktor-anal1 ' -sc-rnocle l  a ls gerrcral isat ie
van hct  c l r ic-d imensionalc model  var l  lJent . l t r r  cn Lee (1978, 1979).  De
ocrsl .c-o lde condi t ies voor n lccst-aal lnencl i jkhcid s<'hal t ing.
gou'ogen-kle in s1.e-kwa ch'a l .et  t  schat t  ing,  en ongcwogcn-klc i t l  s t t : -  ku a t l  la  1 et l
scha, t l , ing rvolc. lcn gcspeci f iceerd.  Ttr 'ee i t<rrat icvc oplossingsmet,hoclen vor>r ' l tc t
v int len van c lc st : l tat tc ls  \ \ 'ordcn beharrdeld,  en z i jn terug te vocrcn to l
rncthoclct i  d ie gcbtuik rnaken van c le in lornrat ie-matr ix .  De infornrat ic-matr ix
bl i j l i t  ook voor het  k-dimension:r l t r  faktor-anal1 'se-model  to1.  ecn elegart te
slnrk luul  gcbracht  le kr tnnen worden. Dc asyr lptot ische eigcnschappen van c le
schatt t ' rs  z i j r r  ook i r r  ect t  e legantc u i t t i lukking te gcven, mccle r lankzi j  dc
( t ) ,1)  mat l ix-a lgcbra er t  de bovengcnocntdc notat ie.  I ' lograrruni 'et ' -aspectcn el l
s imulat , ics van het  nrodel  wordcn kort  bcl icht .  De progrartn)ce1'-aspectcn el l
simulal,ics l,orlcn iran cla1. het ft-dimensionalc modei op papit't- in cen elerganlc
volnr  is  te speci f icercn,  n laar dat  cen fe i tc l i jke appl ikat ic  t rewcrkel i . ikcr  is .
I )e Pr-oqÏa,r lnrccr-aspccten z i jn l 'an c l ien:raId dat  cen apart  i rooldst l rk {9)  is
i r rgcrrr i l r rc l  voof  ccn <1is<trrss i r :  van onze aanpak in c:ornpt t ter ' -1>rogratntna' -*  r 'ool  d i t
rurock ' l  cn t le an<l t ' t 'c  Inodel lcn.  \ \ 'c  kort r t r t t  l i icr  latcr  op 1,e11tg.
I loof<lstuk 6 is  gewi jd aatr  het  f t -d i r rensionairr  covat ' iant ic-s l , rukt t tur-anal tsc
(Ct i , \ )  urodel  a ls gcnelal isal ie '  van I ret  twee-<i i rncnsionale (SÀ rnodr: l  vat t  Suai ; i
(11)80).  t lc t ,  l rooí 'c ls1,uk is  ge[a,secrd op Vcrhces ctr  Wat lsbcck (1988).  I ) r ' ie  varr  dc
vicr  schal , t , ingst ,echnickcn z i j t r  ondel  cel l  l toet t tcr  te brengcn.  hclqcct l  ccn
algt 'nrer t t ,  erpr<rssie oplevert  voc)r  de schat t t ' rs ,  < l ic  t t '  r 'e l ' ta lc l t  is  t taar d l
I i l , ' i r r s t ,  -  k t t : r r l r ' ; r l ,  n - , ' 1 r l o 5 * i 1 1 g  \ ' . r n  r  {  t l  ,  n i g . . Z i t t s  a a n A C l ) ; r r l  r r  $ 1 , ' : : i r  r n "  l ,  L  D
vic lc lc sc l ra l tc t  is  eet t  r ton- i tcrat  icr . ' t :  (consist , t ' r r te)  gcrvogr:n-k lc insl . t ' -k*ar l ra l l t
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scha1l .cf  t l rc  aarrz i t : r r l i . ik  r l i r r< lc l  bcwelkol i jk  is  r lan <le ovt l ige t l r ic  sc l rat tc ls.
Dt  u r , rk i r ig varr  < le ontwikkckle computef-progralnrn.r tur l r  e l )  < le r r i tkonrs lcrr  volqerr-s
i r c t  t uock ' l  t t o l r l en  gc too r t r l  a i u r  r l c  l r a r r r l  van  r i e  sc i r a t , l r ngsL t . , s i r l l a l e r r  v t i o r  t l r i e
di r ta,scl ,s  err  c l ivcrsc s inrulat i t ,s .
l lool l ls t r rk 7 i r r t rocl t rcct '11,  ccrr  aantal  t . rnc1<'Lwcrpen die vtr rband horrc lcu nrct  hct
i l 'g Iossie -nr() (1( '1 \ "oor ani l lys6 v iur  f t -d i rnr :nsiorra lc dala nre1.  in leIr lepenr lerr t ie.  l lc t
Iuor le l  is  gt ' ï r t lo t iuct 'e ld r ioor Wansirc<'k ( 'n I lu-vze (11)81) r 'oor dc rnogr '1 i . jke
a r ra l l ' s t , r . ' an  i r r ko rn t , nswan ldc r i ng  < i à1a .  Ook  \ , oo I  d i t ,  n ro ( l c l  u01 ' ( l cn  ( . e r s te  e t r
t rvot 'c lc  or '< ic cordi t ics afgele i r l ,  a lsr) led( '  ( .nk( ' l ( '  oplossing-qnretho( ien oin
nc r , s1 -ua , r i r r c rn t ' l i i ke  s< ' ha l t < . r s  e r r  g ( ' \ \ ' ogen  k l e i ns t c  k * , ac l r a t cn  scha l l . c r s  1c
vin<len.  Ondcr ( le aal lnarne dat  de ontrr ' ikkclde l ) rogranlnral .u l i r  \ -c)or  d i t  n)odcl
kol lck l  is ,  torerr  d<'s i rnLr lat ie-s dat  er  mcert lere opt i rna aanwezig kunnerr  z i . ]n t ,n
dai  hot ,  par l  van convelgerr t ie zct ' r  ger.oel ig is  voor dc kcuze van sta l tu,aa,rc lc l r .
f loof  r ls t  t rk  8 br :hanr le l t  e crr  , t -c l i r rensionaal  Poisson-rr :gressie-nrocle l  vool
arra lvse va.n rncerr i inensionale kruisk lassi f ikat ie- tabci len.  I ) i t  l rodt : l  r , -crscl t i l t
t 'an k lassiekc logl inc 'a i le moclc l lcr t  \ ra.n\ \ ' r 'go dt '  Kroner:ker-prot lukt-s1,r ' r rkt , rurr  t l ic
I t ' t i l r i l  o l rgelcgr l  cn <lc i r r tcrp letat ie valr  de pi r ranu)tcrs.  I , l r  wordl ,  cen
nrccsl  aannernel i . lke schat ter  en cen i tcrat , ievr :  gewogcn-khinste-kwarh'a1,err
schat l  er  afgclc id.  \kror  l re ic le sci ra. t tet 's  woldt  dc as.ynlpt ,ot isc i r< l  vcrc lc l rng
bcslr roken.  \ terdcr b l i . jken de eerstc-ordc err  tu 'et :de orc le conr i i t ies in l rc t  PC,, \
ntoclc l  vccl  gel i jkenis te tonen n)et  de ecrstc-orde err  t rvec<le-or t lc  cour l i t , ics i t r
ht , t  Poisson regrcssic-model .
Voor a l l r :v i j f  c lat ,a a,nalyse-nrodcl len geldt  c l i i t  i r r  dc prakt i jk .  d ivcrsc
mrLt l ic :os in c le exprcssics voor c le ercrste-or<le en tweede-orr lc-concl i t ies grote
dirnt 'ns ics kutrncn i ia l l r lernon.  Ook is  het  duidcl i ik  da, t  cr ' , 'eel  s l , ruktul l r  aan\ \" .z ig
is b inncrr  c le cels l ,e-orr le cn twecclc-olde r :orr<1i l , ies in dc v i j f
t la ta-ana. l t 'se-moclc l lcn.  Die st l t rk t , i rur  wor<i t ,  < int ler  a l tdere bewcrksle l l igc l  c lool  r le
aarru ezighcir l  v i rn Kroncckcr-productcn.  Ook t l t '  aarrrvezigheid \ : i l Í )  r 'e lc ,
sc l taarsgcvuic lc,  (0.1)  nratr iccs is  van belang \ roor t le s lnrkturrr '  \ 'arr  t lc
cond i t  res.
I ) t ,  grool , tc  van mal  r iccs.  < le aarrwezigheid v:r Í l  r ,e le en c l ivcrse
i0,L l  r r ratr iccs i r r  ( lc  v i j f  data-anal-yse model len.  en de \ \ 'cns orn cen
t t i l lckt ' r r l iee kcuzc vart  l ret ,  aantal  d inrerrs ies f t  toe 1e latcr i  vc. ior  cnrpi r isch
ut t r l t ' t 'zock varr  r r . r< '< ' r< i inrensiorrzr lc  data.  le i< l t  tot  c lc  ontuikkc. l i r rg v i in l r rocei l r r rcs
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die niet standaard voorkouren in programma bibl iotheken. Een calculus o1r
scalzLir nivcau in dc plocedulcs laat cen wil lekeurigc keuzc toe va.n de grootte
van nal.r iccrs. Rekursivitci t  van de procedurcs laat et:n wil lekerrr ige kerrze toe
van het aantal dimensies À:. De operaties v:rn (0,1)-matriccs wordcn besclrrcvcn
dool functies of gehecltal l ige vectoren, die op cen eenvoudigc u' i jze in de
i l 'ocedures zi jn op te nemen. De eenvoudige wijze van opname van deze frrnct ics
of vectorcn) galandeert dat de procedures inzichtel i jk en van redel i jkc
eerrvourl bl i iven. Dit is iets wat niet bereikt kan worden mct de t lelde marricl
van besclr l i jv ing van cle operatie van (0,1)-matrices. Deze dcrde nranier bestaat
uit  hct toevoegen van nieuwe - en permuteren van de bestaande - 'do-loops' in
dc procedules. In hoofdstuk 9 wordt deze specif ieke progranrmatuur voor
bovcnstaande ft-dimensionale data.-analyse-modellen besproken.
IIet onderzoek levert de volgende drie conclusies, die zijn sarnengevat in
het laatste hoofdstuk (10). Ten eerste, de drie-dirnensionale
data-analyse-modellcn zijn op cenvoudige wijze te generaliseren naar ,t
dimensies. NIet behulp van de notatie van Kaptcyn, Ncudecker cn \\ransbeck
(f936), rnatr ix-dif ferentiat ie-calculus, en (0,1)-matrices, is getoond dat
inzichtel i jke explessies voor eerste-orde en tweede-orde condit ies zi jn af te
leidcn.
Ten tweede, dankzij de eenvoud van deze condities, zijn de asymptotische
eigcnschappcn van de diverse schatters in de diverse modellen op eenvoudigc
rvijze af te leiden. Op papier hebben de asymptotische covariantic-mal,rices van
dc schatters cen ccnvoudige struktuur. Ook blijkt de beschrijving t'an
numerieke-oplossing-technieken die gebruik maken van de condit ies, op pitpier.
gecn problemen op te levcren. De schatters zouden dus, in theorie, op
cenvoudige wijze te bepalen moeten zijn met koppeling van procedures in
bcstaandc conrl)uter-programma-bibliothckcn.
Onze derr-de conr; lusie gecft echter aan dat cleze laatste uitspraak crr iezins
dient te worden afgezu'akt voor modellcn waar grote nratrices voorkomen. De
dcrde conclusie luidt dan ook als volgt. Als voof de t ' i j f
data-anal1'ss-rnodellen dlie- of nreer-dimensionale data gebruikt wordcn. waarbij
dhrensie-lengt.en grote waalden aannemcn, dan is plogrammatuur mct een
scalaire-niveau-calculus-benadering te verkiezen boven programmaturrr mct
'r 'echt,toe-r 'cchtaan' cleclarat ie en mult ipl icat ie van matrices.
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